1 Introducéao

Segundo Enders (2015, cap.l), a econometria de séries de tempo tem trés
principais objetivos: prever, interpretar e testar hipdteses sobre séries de tempo
econdmicas. Uma série de tempo € a trajetoria, ao longo do tempo, de uma Unica
variavel, p.ex., PIB ou inflacdo. Tal tipo de dado € de interesse particularmente em
macroeconomia. Um exemplo sdo os modelos dindmicos estocasticos de equilibrio
geral, amplamente utilizados por macroeconomistas, incluindo aqueles que
participam do Comité de Politica Monetaria, o qual decide quanto a taxa de juro de
referéncia da economia brasileira (SELIC).

A abordagem classica da econometria de séries de tempo concebia tais séries como
compostas por quatro elementos: tendéncia, sazonalidade, ciclo, e perturbacéo
irregular. A tendéncia € o comportamento de longo prazo, o ciclo e a sazonalidade
as oscilacbes periddicas e a perturbacdo irregular os desvios das trajetérias
tracadas pelos componentes anteriores. Essa abordagem classica ndo sera objeto
desta disciplina. Serdo focadas técnicas estatisticas que permitem estimar a
trajetéria completa da série tal como observada, ou seja, com todos o0s
componentes integrados.

Um exemplo interessante de uma série € o do preco diario de uma acao emitida por
uma empresa. A teoria de economia das financas postula que a variagcédo diaria do
preco de uma acdo tem média nula, pois o mercado de acbes deve estar em
equilibrio, ndo havendo oportunidade para ganhos de arbitragem (i.e., ganhos
obtidos a partir da compra da acdo e da venda da mesma posteriormente por preco
maior). Trata-se de um processo estocastico conhecido como ruido branco, pois ele
tem (i) média nula, (ii) correlacdo nula entre valores referentes a instante de tempo
distintos e (iii) variancia temporalmente constante.

2 EquacOes a diferenca finitas estocasticas: dois
metodos de solucéao

2.1 Definicbes

Uma equacéo a diferenca finita basica € o processo autoregressivo de ordem um,
ou, sinteticamente, AR(1). Esta equacéo estabelece uma relacdo entre (i) o valor
corrente de uma variavel e (ii) o valor prévio da mesma variavel. Denotando o
instante de tempo corrente por “t” e o instante imediatamente prévio por t-1, tem-se:

Yt =ag + aryr1 t+ €
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Em que o termo e; é uma variavel aleatéria, ou seja, uma variavel que assume
valores com probabilidades determinadas por uma funcdo distribuicdo de
probabilidades especifica. Neste momento ndo € necessario especificar tal



distribuicdo e nem mesmo a média, variancia e a covariancia temporal da variavel et
(isso sera feito mais a frente).

A expressao acima estabelece que o valor corrente da variavel “y” € uma funcgéo
linear do valor a um passo atrds da mesma variavel, aumentada por uma
perturbacao aleatodria (tal perturbagdo sendo, pois, um componente imprevisivel).
P.ex., o PIB brasileiro no ano corrente € uma func¢éao linear do PIB brasileiro do ano
anterior e um choque aleatério do ano corrente — o termo “choque” € comumente
utilizado em macroeconomia para se referir a variagdes exogenas imprevisiveis.

Um processo autoregressivo mais completo, de ordem k, seria:
Yt =380+ aryr1 + a2yr2 + agyra ... + ayirk t €

Resolver uma equacéo a diferenca finita significa encontrar a formula matemética
gue descreve a trajetéria da variavel em funcéo exclusivamente do tempo (‘t”), de
termos de perturbacao, e de constantes conhecidas — em alguns casos, uma dessas
constantes é o valor da variavel no instante inicial. Duas das principais técnicas de
solucéo sao introduzidas nas préximas sub-secoes.

2.2 Solucao por iteracao

Uma maneira de encontrar a solucao é por meio do método de iteracdo para frente
(ou iteracdo progressiva). Denotando por y; o valor da variavel no t-ésimo instante
de tempo, o procedimento é:

1. Tomar por base a equacéo e especifica-la para o instante t = 1, assumindo
gue Yo é conhecido. O resultado € uma solucéo pois expressa a variavel em t
=1 apenas em funcéo de constantes e do termo de perturbacéo;

2. Repetir o passo anterior parat = 2 e t = 3, encontrando, pois, a solucdo para
tais instantes de tempo;

3. Observar os resultados dos itens anteriores, identificando como a férmula de
solucdo muda entre os instantes de tempo. Com base nisso deduzir a formula
de solucdo para o instante genérico, o t-ésimo instante, chegando, pois, a
solucéao geral,

4. Verificar se a solucédo geral é correta. Para isso:

a. Introduzir a formula deduzida dos dois lados da equacéo original;

b. Caso seja obtida uma identidade, a formula deduzida esta correta.
Caso contrario, repetir os passos 2 e 3 agora para t =4, 5, ..., obtendo
com isso mais informacdo sobre a estrutura da formula, e com base
nisso re-deduzir a formula.

Aplicando o método a equacéo diferencial estocastica y; = ap + a1.yi1 + € (1):

Passo 1: solucdo parat=1:

Basta substituir “t” pelo numero “1” nos subscritos da equagéo:

yi=ag+aiyo+ei(2)



Fica claro que se tem uma solucéo, caso o valor de y no instante inicial t = 0 seja
conhecido. Vamos assumir que este € o caso.

Passo 2: solucdo parat=2:

Agora substituimos “t” pelo numero “2” nos subscritos:
Yy, =ap+azy: +ez(3.a)

Assinala-se que esta ndo é uma solucgéo, pois do lado esquerdo tem-se y1, um
elemento que ndo é uma constante conhecida ou um termo de perturbacdo. Mas €
possivel eliminar este elemento, utilizando o resultado do passo anterior, i.e., a
equacao (2). Assim fazendo, tem-se:

Yo=ag+ai.(ap+ayo+el)+e;
Fatorando:
Yy, =ap.(1+aj) + a12.y0 +ase; + e, (3.b)

Passo 3: solucdo parat=3:

Substituindo, na férmula original, “t” por “3”, tem-se:
Y3 =3ap taryz + €3l

Tal como no passo anterior, acaba-se com uma férmula que ndo é uma solucio. E,
pois, necessario substituir y2 pela férmula 3.b do passo anterior:

ya = ap + as.(ao.(1 + a1) + a:’.yo + aze1 + ;) + e3
y3 = ap + ar.ao.(1 + a1) + a:°.yo + a;’e; + a;e, + €3
Y3 = ao.(l +a. + 3.12) + a13.yo + alzel + aies + e (4)

Passo 3: deducédo da férmula geral

A formula geral se refere a um instante de tempo genérico, t. Um ponto de partida
para deduzi-la é observar as duas ultimas férmulas:

Yo = ao.(l + al) + a12.yo + aie; + e (3b)
Y3 = ao.(l +a;. + a12) + a13.yo + 8.1291 + ai1es + e3 (4)

A dltima féormula é mais esclarecedora. E nitido que alguns dos expoentes podem ser
escrito em funcao do indice do lado esquerdo da equacéo. Por exemplo, tomando a
primeira parcela, tem-se:

ao.(1 +ay. + 812) = aO-(alo +a" + 3-12) =agXioa

O limite superior do indice do somatério, 2, € igual a 3 — 1. Um passo crucial para
chegar na formula geral é substituir “3” por “t”, este ultimo o simbolo que indica um
instante genérico de tempo:



t—-1

a ) a ()

i=0

O mesmo raciocinio pode ser aplicado ao terceiro termo, o qual corresponde a:
ai’e; + a;e; + es. Visando usar um somatério com a mesma estrutura do utilizado
para o primeiro termo, € adequado re-ordenar os componentes do terceiro termo, de
maneira a que o elemento a; tenha um expoente progressivamente maior:

alzel +a.e,+ez=eztaer+ alzel

O que pode ser escrito com 0 seguinte somatorio:

t—-1

> aber (i)

i=0
O segundo componente é o mais simples de estabelecer a férmula genérica, qual
. 3 _ t
seja, a;”.yo = az .o (iii).

Compilando as formas genéricas dos trés termos, tem-se:

t-1 t—1
_ i t i
Ye = Qo Z a; +aiyo + Z ai1€¢—g
i=0 i=0

Passo 4: verificacao

A equacao estocastica original é: y; = ap + a3.Yr1 + €1
Substituindo as expressfes genéricas para yt e yt-1 dos dois lados tem-se:

Yt =ap + ar.yr1 t+ €

t—1 t-1 t—2 t—2
E i t E i _ 2 i t—1 E i
Ay ) a; +ajyo+ aje—i = apt+aq <ao a;+a; Yo+ alet—l—i> t e

i=0 i=0 i=0 i=0
t—1 t-1
i+1
aoza1 +aiyo +Zalet i =g +a02 +a1}’0+z Yo 1 te

i=0 i=0

t—1 t-1 -2 t—2
aoz al +aly, + Z ale,_; =|ag+ ag Z 1+ aty, + Z attle,_1_; +e.| (iv)

i=0 i=0 i=0 i=0

Avaliando separadamente cada termo dentro dos colchetes, tem-se:

t—1

t-
a0+aoz l+1]—a0 1+al+a?+--+ai™1] —aO[Zall—aOZai (v.a)
=0




t—2
i+1 ol 2 t—1
[z ai*erq_jte|=aje_; +aje_p+ - +aj ey + el

i=0

t-1

_ 1 2 -1, 1 _ i

=[e; + aje;_1 +ajfer_, + -+ aj e ] = Z aje,_; (v.b)
i=0

[TFRL

Incorporando (v.a) e (v.b) na formula de verificagdo indicada por “iv” tem-se:

t-1 t-1 t—1 t-1
i t i _ i t i
Qo Z a; +ajyo + § a6t = Qg § a; +aiyo + Z a6t
i=0 i=0 i=0 i=0

Chega-se, pois, a uma identidade, o que significa que a formula geral deduzida é correta.

Observacédo: os livros de Bueno (2008) e Hamilton (1994) aplicam iteracdo recursiva ou
regressiva, tendo como primeiro passo Y. = @y + aiy» + €.1. Chega-se a0 mesmo
resultado.

2.3 Meétodo geral de solucao

2.3.1 Enunciacdo do método

(Enders, cap.1, secao 4)
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O método de iteracdo ndo € préatico para equacdes a diferenca finita de ordens
superiores a unitaria, ou seja, em que, do lado direito, a variavel dependente
aparece defasada em dois instantes de tempo, trés instantes de tempo, etc. Dai a
utiidade do método geral, o qual consiste nos seguintes passos, 0S quais sao
reproduzidos ipis literis de Enders (2014, p.16):

1. “Especificar a forma homogénea da equacéao a diferenca finita e encontrar a
solugdo homogénea;

2. Encontrar uma solucéo particular;

3. Obter a solucdo geral como soma da solugcdo particular e de uma
combinacdo linear das solu¢cdes homogéneas;

4. Eliminar a(s) constante(s) arbitraria(s) [oriundas da combinacao linear das
solugbes homogéneas] impondo a(s) condicao(bes) inicial (iniciais) na
solucao geral.”

Cabe esclarecer alguns conceitos presentes no procedimento anterior. Por forma
homogénea se entende uma reducéo da equacao a diferenca finita original, em que,
do lado direito, ha apenas o termo com defasagens temporais da variavel.
Retomando o exemplo y; = ag + a1y.1 + et, a forma homogénea é y; = a1y.1.

A solucdo homogénea € uma solucdo apenas para a forma homogénea (ou seja,
trata-se de uma expressao que, se substituida na forma homogénea, conduz a uma
identidade). Uma solucdo homogénea recorrente é y; = Aa;' , com A sendo uma




constante arbitraria. Um desafio referente a solucdo homogénea é a existéncia de
mais de uma solugcdo homogénea possivel, sendo necessario identificar todas as
possibilidades.

Ja por solucdo particular se entende um valor numérico que, se substituido na
equacao original, conduz a uma identidade.

A férmula genérica da solugdo, cabe relembrar, corresponde a uma combinacéo
linear das solu¢cdes homogéneas (ou seja, a soma de tais solugbes, cada uma delas
multiplicada por uma constante) aumentada pela solucdo particular. Ou seja,
havendo apenas duas solucdes homogéneas, a formula genérica é: y, = Aja;' + Aza,'
+ s. Os numeros A; e A, sdo as constantes genéricas. Eles podem ser eliminados
caso sejam conhecidos dois valores que a variavel assume em dois instantes de
tempo distintos, pois com isso tem-se um sistema com duas equagfes e duas
incognitas.

Visando fixar as definicées, e também introduzir o método geral de solucdo, vamos
seguir Enders (2014, p.16), aplicando o método a seguinte equacao: y; = 0.9.yi1 —
0.2.yi» + 3 (trata-se,pois, de um processo autorregressivo de ordem 2).

2.3.2 Aplicacdo do método

Passo 1: solucdo homogénea

Iniciando pela solucdo homogénea, a forma homogénea é y; = 0.9y;; — 0.2y, A
forma genérica da solucdo homogénea é y; = A.a;". Substituindo-a na equacéo
original, para com isso obter uma equacéo que possa ser resolvida numericamente
(o que dar& origem a raizes caracteristicas).

Aa'=09(Aa"™) -0.2(Aa"?) «
a'=09a"-02a%-
1=09a'-02a%e
1=0.91/a-0.21/a*-
a?=09.a-02>a’-09a +0.2 -

—b ++Vb?—4ac 094++v092-08 09+0.1
a= 2a = > = > =0.4;0.5

As duas raizes caracteristicas sdo, portanto, 0.4 e 0.5, de modo que ha duas
solucdes homogéneas, 0.4' e 0.5'. A combinac&o linear delas é y" = A;0.4"' + A,0.5".

Passo 2: solucdo particular

Agora € preciso encontrar uma solugdo particular, ou seja, um nuamero que, se
substituido por y na equacéao diferencial conduz a uma identidade. Para isso, basta
substituir todas os elementos com y, ndo importando se estdo defasados ou néao,
com uma mesma incognita, por exemplo, “X”:



Vi =0.9.¥1 —0.2.y12 + 3

X=09x-02x+3 e

X=07Xx+3 e

0.3x=32>x=10«

Verificando:

10=0.9.10-0.210+3>7=9-210>7=7.

A forma geral da solucao &, portanto: y;" = A;0.4' + A,0.5' + 10.

Passo 3: determinacéo das constantes arbitrarias A; e Ay:

Para isso é preciso conhecer, com exatiddo, os valores da variavel em dois
instantes de tempo. Seguindo Enders (2013, p.16), seja assumido que é sabido que
Yo =13 e y; = 11.3. O que conduz ao seguinte sistema linear de equacdes:

(1) 13 = A;0.4° + A,0.5° + 10

(2) 11.3 = A;0.4* + A,0.5' + 10

Ou:

(1) 13=A; +A, + 10

(2) 1.3 =A;0.4 + A,0.5

Ou, ainda:

(1)3=A1+A;

(2) 1.3 =A;0.4 + A0.5

A partir de (1): A2 = 3 — Asz. Incorporando em 2:
1.3 =A;0.4 + (3-A1)0.5 >

1.3=A:04 +1.5-05A; >

-0.2=-A01 >

Al =2, e, pois, A2 = 1.

Com isso obtém-se a solucédo geral do sistema: yth =2(0.4Y%+ 0.5' + 10.

Fica como exercicio a verificagdo da solucdo por meio de substituicdo dela na
equacao diferencial original.

2.3.3 Um procedimento de solucéo para equacOes a diferencas finitas
estocasticas

Seja considerada uma extensao da equacgdo a diferencas do item anterior em que €
incorporado um termo estocastico:



Vi =0.9.¥r1 —0.2.y12 + 3 + €

O procedimento de solucdo tem, neste caso, de ser alterado, combinando-se dois
métodos: (i) solucdo homogénea e particular (técnica ja vista no item anterior) e (ii)
método dos coeficientes indeterminados. O procedimento consiste em:

1.

Ignorar a parte estocastica e obter solucbes homogénea e parcial para a parte
nédo-estocastica;

Assumir a seguinte forma padréo de solucdo da parte estocastica: Y.;2,a;e;_;-
Substituir essa forma na equacéo original, ignorando a constante;

Obter expressdes para os parametros da solucao estocastica, sendo eles a0, al,
a2, a3, .... (mesmo sendo infinitos parametros, € possivel deduzir uma formula
geral para 0s mesmos);

Somar as solu¢gdes homogénea, particular e estocastica, mantendo constantes
indeterminadas multiplicado os componentes da solucdo homogénea;
Determinar as constantes utilizando condicdes iniciais para “y” e “e”, para isso
ignorando o componente estocastico da solucdo. Ao terminar, obtém-se a

solugéo.

No que segue, o procedimento de solucéo € aplicado a equacao y; = 0.9.y1 — 0.2.y;.
2+ 3+ 6.

A forma geral para a parte determinista é: y; = A1.(0.4)"' + A,.(0.5)"' + 10.

Agora resolvendo a parte estocéstica, utiliza-se a solucdo candidata padréo
Yiso aie._;. Incorporando & equacéo original sem a constante:

Yitoaier—; = 0.9.[ X720 aie_1-;] -0.2[X720 ajec_p—;] + et

ape; + a6, +ase;_, + aze;_5 + - =0.9(age—1 + a1, +ayei_ 5+ ) —
O.Z(aoet_z + ai1€¢_3 + Ay€¢_4y + .- ) + ey <>

aoet + alet_l + azet_z + aget_g +
=e; +09.ape;_1 + (09a; — 0.2ay)e;_, + (0.9a, — 0.2a;)e;_3
+ (0.9a; — 0.2a,)e;_4 + -+

Do que decorre:

a=1;

al=0.9a0=0.9

a2 = 0.9al — 0.2a0 = 0.9(0.9) — 0.2(1) = 0.81 — 0.2 = 0.61;

a3 =0.2a2 -0.2al = 0.2(0.61) — 0.2(0.9) = 0.122 - 0.18 = - 0.058

Com isso a solugédo completa é:

yi' =A1.(0.4%+ A2.0.5' + 10+ 0.9e; + ¥,(0.9! — 0.2i"1)e,_;



A determinacdo das constantes tem de ser feita com base em condicfes iniciais,
ignorando-se 0s termos estocasticos:

yo = A1.(0.4%)+ A2.0.5% + 10 (i)

y1 = A1.(0.4Y)+ A2.0.5" + 10 (i)

Ou:

Yo =Al+A2 + 10 (j)

y1 =AL1. 0.4 + A2.0.5 + 10 (ii)

De (i):

Yo=10+A1 +A2 > A2 =y, — 10 — Al ()
Incorporando (i’) em (ii):

Y1l= 10+ 0.5A1 + 0.4(YO-10-Al1) =10+ 0.5A1 +0.4Y0-4-0.4A1=6 + 0.1.Al1
+0.4.Y0O > 0.1A1=Y1-6-0.4Y0 > A1 =10.Y1 -60 - 4.YO (i)

Incorporando (ii’) em (1’):

A2 =Y0 -10-(10.Y1 - 60 — 4.Y0) = YO - 10 — 10.Y1 + 60 + 4.YO = 9Y0 + 50 —
10.Y1 >

A solucao é:
A2 =5Y0-10Y1 +50,A1 =-4Y0 + 10Y1 - 60
Com isso, a forma geral da solugéo é:

yi' = (-4Y0 + 10Y1 — 60).(0.4%+ (-4Y0 + 10Y1 — 60).0.5' + 10+ 0.9e; + ¥2,(0.9' —
0.2 Ye,_;

3 Estabilidade

3.1 Esclarecimentos sobre a definicao

Uma vez encontrada uma solucdo geral para uma equacado a diferenca finita, é
necessario avaliar a estabilidade de tal solu¢do. A condicao de estabilidade de uma
equacao a diferenca finita € a condicdo de convergéncia da equacdo homogénea
correspondente. Convergir significa aproximar-se progressivamente de um nimero
finito. O inverso de convergir, ou seja, divergir, € aumentar progressivamente em
valor absoluto, sem haver um limite superior.

O critério de estabilidade de uma equacéao a diferenca finita, e, pois, de um modelo
econométrico para uma série de tempo (unidimensional) é o de que todas as raizes
do polinémio caracteristico da forma homogénea da equacéo pertencam ao interior
do circulo unitario do plano complexo.

Quanto a este critério, cabe esclarecer:



(1) Ele garante a convergéncia da forma homogénea da equacao, bem como da
solugcéo geral da equacédo. Ou seja, ele garante que a solugéo geral ndo tende ao
infinito (comportamento este indesejavel para um modelo econométrico pois series
reais, como, p.ex., PIB e inflacdo, n&o sdo explosivas);

(2) A definicdo matematica geral do critério ndo sera apresentada (de fato, nenhum
dos principais livros de econometria de séries de tempo, quais sejam, Enders e
Hamilton, apresentam tal definig&o);

(3) Porém sera utilizada, quando necessario, uma condicdo mais simples, a qual &
condicao suficiente para a estabilidade, a de que todas as raizes caracteristicas
sejam inferiores a unidade;

(4) Ao estudante interessado em conhecer a definicdo matematica geral recomenda-
se o0 estudo do teorema de Schur-Cohn, o qual se refere a estabilidade de um
polindmio. Uma referéncia de leitura é: Chipman, J. S. (1950). The multi-sector
multiplier. Econometrica: Journal of the Econometric Society, 355-374.

3.2 Um exemplo esclarecedor (de verificacdo da condicao de
estabilidade)

Visando mostrar como a condicdo de estabilidade pode ser verificada, sera
considerado um processo AR(2) genérico. A exposicdo € uma reproducao
simplificada da sec¢éo 6 do livro de Enders (2015).

A equacao é:
yi = alyt-1 + a2yt-2

Como afirma Enders, a férmula genérica de uma solugdo homogénea é y{" = A.a' (0
superscrito “h” é usado para denotar uma solugdo homogénea). Substituindo na
equacdo original tem-se: A.a' = al1(A.a"™) + a2(A.a"?). Ou, fatorando:

a'=a;0t + a;, o

Também é possivel eliminar a' pois os dois lados da equagéo estdo multiplicados por este
termo. Mas é mais facil dividir por a2

o? = aa + a,.

Trata-se de uma equacao quadratica em alfa. Essa equacdo é denominada por
“‘equacao caracteristica” e as raizes dela por “raizes caracteristicas”.

Aplicando a férmula de Bascaracoma=1,b=-al, c=-a2

—b+Vb2 —4ac a,++(—a))?+4a, a;+a;2+4a, a,++/d
x = = = =
2

2a 2 2



Em que “d” é o discriminante. Conhecer a solugdo requer saber os valores das
constantes a; e a,. Porém é possivel avaliar as possibilidades.

1. Se d > 0, ha duas raizes reais diferentes, que podem ser denotadas por a; e a;
(atencéo esta letra é a letra grega “alfa” e nao a letra “a”). Neste caso, a equacéao
homogénea tem duas solucdes, a;' e a,', e a combinacéo linear das duas pode
ser tomada como a solucdo homogénea, ou seja, yi" = A;.0q' +A.0, ' E crucial
notar que se a; ou Ay € superior a unidade, a solucdo homogénea é divergente,
tendendo rapidamente ao infinito (uma série explosiva). O que é evitado se as
duas raizes caracteristicas forem inferiores a unidade em modulo (condicdo
suficiente para a estabilidade);

2. Se d =0, ha apenas uma raiz real, a qual € a;/2. Mas h4 também uma segunda
solucdo homogénea possivel, t(a;/2)" (isso pode ser demonstrando substituindo essa
expressao na equacao original, o que conduz a uma identidade). Com isso, a solucdo
homogénea completa, a qual deve conter a combinacéo linear de todas as solucbes
homogéneas possiveis, é: yth = A;(a./2)' + A,.t.(a,/2)". Essa solucéo é explosiva (tende
ao infinito) se al > 2.

3. Se d < 0, ndo ha raizes reais, mas sim raizes complexas, ou seja, na forma de niumeros
imaginarios. Tais raizes podem ser escritas como a; = (a; + W—d)/2, a, = (a, - W—d)/2,
com i = v/—1. E possivel utilizar resultados matematicos, como o teorema de Moivre,
para chegar a expressédo (em coordenadas polares) para as solu¢des, mas tais detalhes
serdo omitidos (ver Bueno, 2008, paginas 283 a 289). O essencial é que a condi¢do de
estabilidade é determinada pela expressao r = /—a,. Se |a,| < 1, a solucéo é estavel, o
mesmo sendo verdade se |a;| = 1, mas, neste ultimo caso, a série exibe oscilagbes
periddicas. Com |a,| > 1, ndo hé& estabilidade, mas sim exploséo para o infinito.

E o terceiro caso que da origem & noc&o de “circulo unitario” do plano complexo, a
gual compde a condicdo de estabilidade. De fato, os trés casos podem ser
representados no plano complexo, uma vez que este é a combinacdo de um eixo
horizontal de nimero reais e um eixo vertical de nUmeros imaginarios — nameros
puramente reais, pois, ocorrem em cima do eixo horizontal. Neste plano, pois, se
todas as raizes caracteristicas puderem ser representadas como pontos
pertencentes ao interior de um circulo de raio unitério, entdo ha estabilidade.

3.3 Estabilidade e persisténcia de choques

Seja considerada a equacéo do item anterior, y; = ap + aiyi1 + axyr2 + €. A solucéo
geral da mesma, sem determinar as constantes, é:

yr =40+ Aas+c+ ) pie
i=0

Com base na solucéo é possivel calcular o impacto na variavel “y”, j anos a frente,
de um choque aleat6rio que ocorre no ano corrente (em “t”). Para isso, € mais facil
adiantar a equacdo em j anos:
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_ t+j t+j
Verj = A0y +Aza, o+ z dieryji
i=0

Basta derivar a solugcdo em funcao do choque e;, para o qual, pois, i = . Para evitar
erros, especialmente quanto ao indice do coeficiente ¢ a considerar, é util
desenvolver o somatdério a direita:

t+j t+j
Yerj = A1y + A0, +c + Poersj + Preerjoy + o+ dje + Pjuaee s + o

Com isso:
ayt+j d t+j t+j
o = 5o A1 A0y ot oeryj+ Preesja+ o b+ e+
t t

:(]f)j

Ou seja, um choque tem efeito j instantes a frente de magnitude igual a ¢;. Como
visto no exemplo de equacéo a diferencas estudado no item 2.3.3 acima, ¢; € funcdo
de poténcias dos coeficientes da equacéo, a; e ay, ou seja, € fungcao de ai e de a;.
Eis o ponto crucial: se |a1| > 1 ou |a2| > 1, entdo o efeito de um choque nao decai
com a distancia entre o momento em que o choque ocorre e o momento corrente.
Ou seja, os choques sao permanentes (ou, mais, precisamente, o efeito dos
choques é permanente). Quanto a isso, ha dois pontos a observar:

1. Uma vez que ¢; = f(a¢, a7), a relagdo entre estabilidade e ndo-persisténcia de
choques € direta: sendo a condigcdo de estabilidade atendida, o impacto
futuro de um choque decai progressivamente com a distancia entre o
momento de ocorréncia do choque e o momento atual. Choques tém, pois,
efeitos futuros, mas, porém, tais efeitos ndo sao persistentes. Sendo a
condicdo de estabilidade violada, choques tém efeitos permanentes;

2. A nocado de permanéncia de choques € crucial em econometria de séries de
tempo, pois tem uma interpretagdo econémica clara: uma ocorréncia exdgena
a economia de referéncia alteraria permanentemente a trajetoria dos
principais agregados macroecondmicos da economia, p.ex., do PIB, do nivel
de emprego, da taxa de inflagdo, do nivel de juro de referéncia, etc.

3 Sumario

Esta primeira nota de aula procurou introduzir o procedimento de solugédo de
equacdes diferenciais que sera automaticamente implementado pelo computador ao
estimar modelos de séries de tempo. O conhecimento deste procedimento permite
ao menos interpretar uma mensagem de erro comum, a de que as raizes
caracteristicas ndo pertencem ao circulo unitario. Ou seja, a condicdo de
estabilidade € violada, e, pois, a estimacdo econométrica dos parametros da
equacéo a diferencas, com base nos dados, € impossivel.

Alguns principios gerais que podem auxiliar a execuc¢éo da analise de dados séo:



~

1. Quanto a estabilidade, se todas as raizes caracteristicas forem inferiores a
unidade em moédulo, entdo a equacdo diferencial € convergente. Conforme
afirma Enders, e como sera visto nas proximas notas de aula, ha uma relacéo
entre a condicdo de estabilidade e uma caracteristica fundamental de uma série
de tempo, se ela é ou ndo estacionaria;

2. Quanto maior a ordem de uma equacao diferencial (ou de um modelo de séries
de tempo), maior é o conjunto de dados necesséario para estimar tal equacéo
(mais longa a série de dados reais). Como visto, no caso de uma equacao de
ordem 2, é necessario conhecer os valores da série em dois momentos do
tempo, para com isso determinar as constantes arbitrarias. Analogamente, uma
equacdo de ordem 3 requer o conhecimento dos valores da série em trés
momentos do tempo, e assim por diante;

3. O numero de raizes caracteristicas € sempre igual a ordem da equacao
diferencial.



