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(referéncias: Bueno, capitulos 2 e 3; Enders, cap.2)

1 Previsiao com modelos ARMA

1.1 Introducao e caso do processo estocastico AR(1)

Prever uma serie de tempo é atribuir, com base nos dados disponiveis até 0 momento
corrente, valores a instantes futuros de tempo. Trata-se, por exemplo, de atribuir um
valor ao PIB brasileiro de 2027, tomando-se por base a série de valores do PIB
brasileiro disponivel até o ano corrente de 2026. Ha diversas maneiras de converter a
série disponivel em uma previsdo e os modelos ARMA fornecem férmulas especificas
para tanto. Tais formulas variam com a especificacdo ARMA.

As formulas de previsdo referentes a familia ARMA comumente utilizadas
correspondem ao que se entende por previsor 6timo. Ou seja, tais formulas minimizam
0 erro de previséo. E, pois, assim como no caso da regressao linear em dados de corte
transversal, as formulas do modelo ARMA sdo obtidas a partir da expectativa do valor
futuro da série condicional a informacgdo disponivel até o instante corrente — pois tal
expectativa condicional € o previsor gue minimiza o erro quadratico medio (Hamilton,
1994, p.72). A informacao disponivel no instante t é igual aos valores da série de tempo
observados até entdo, i.e., Vi, Vi1, Ye2, -..Yo. Sera utilizada a notacdo sintética I, para
representar essa sequéncia de valores.

A previsdo para o valor futuro um passo a frente da série é E[yw1|l{]. Assim como em
Bueno (2008), seja considerada inicialmente a especificacio ARMA(1,0) = AR(1) : y; =
c + ¢yr1 + €. Ou seja, suponha-se que a metodologia de Box-Jenkins apontou que a
série de tempo empirica sob analise é mais bem reproduzida pela especificagdo AR(1).
Neste caso:

Elyealld = E[(c + oyt + ewa)[l]] = ¢ +E[yi|li] + ¢E[er|li].

Neste ponto nota-se que (i) E[yil] = E[ViYuYe-1.Yt-2.--» YoI* = ¥t (pois condiciona-se no
proprio valor de y;, o qual ja foi observado, sendo pois conhecido no instante “t”) e (ii)
E[ew1|l]] = E[ew1] = O (pois a perturbacdo em t, por ser um ruido branco, ndo possui
relacdo com as perturbagGes em instantes anteriores t-1, t-2, as quais compdem 0s
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Enders (2015, p.79) escreve a expectativa condicional a informacdo disponivel até t como incluindo em
tal informacdo também os valores das perturbacGes. Porém, eu acredito que tal notacdo é pouco
esclarecedora uma vez que as perturbagdes nunca sao observadas.



valores observados da série; e, na Ultima passagem considera-se que um ruido branco
tem expectativa nula).

Com isso:

Elyuill =c +¢ vt

Uma vez que os parametros ¢ e ¢ sdo estimados como parte da metodologia de Box-
Jenkins, a Unica informacdo que o previsor que se acaba de calcular requer, para prever
o0 valor um passo a frente, € o valor corrente da série.

Cabe calcular os previsores (ou formulas de previsdo) para valores dois passos e trés
passos adiante.

Dois passos adiante:

Elyte2lli] = E[C + ¢Yie1 + €u2lle] = C + OE[Yeaa|li] + E[ers2fli] = {1} = + d(c + ¢yy) + 0 =
c(1+ ¢) + ¢yt

{1} A expectativa condicional E[yi1|l] € 0 previsor 6timo um passo adiante, e foi
substituida pela formula calculada anteriormente.

Trés passos adiante:

Elyrsalld = E[C + ¢yriall] = ¢ + 0E[Vevall] = {1} = ¢ + o(c(1+ ¢) + O%yp) = c(1+ o+ ¢%) +
Oyt

{1} Novamente foi feita substituicdo da expectativa do valor futuro pela férmula
calculada no passo anterior.

Ja é possivel deduzir a férmula geral, referente a j passos adiante:
Elyeld = ¢ X2 &° + ¢y =c/(1- §) + ¢y

Esta €, pois, a formula do previsor 6timo para uma série mais bem reproduzida por um
modelo AR(1).

1.2 Caso do processo estocastico MA(1)
Cabe agora considerar o caso de uma série mais bem reproduzida por um modelo
MA(2). Iniciando pela previsdo um passo adiante:

E[yt+1]l] = E[c + et + ea|l]] = E[c + OLet + ea|l] = ¢ + E[ewa(1 + OL)|I] =
E[Veer.(1 + LY YI] = ¢ + E[ewa|l] © E[(Yi1.-c)(1 + 6L) 1] = E[ewa|li] >
Elew|l] = E[(Yw2.-c)(1 + OL) 1] = {1} =

Elewall] = E[(1 — OL + 022 — 0°L3 +...) *(yww1.-C) + ..]I]

Efecsal] = E[(Yer1.€) - 0 (y1.-C) + 02(y11.-C) — 0%(¥e2-0) + .1



0 = E[(Yt+1.-C) - 0 (Yt.-¢) + 0%(Yt.1.-C) — 03 (Yr2.-C) + ...|I{]
0 = EYeer~C 1] - 0 (y-¢) + 0%(Yer.-€) — 0°(YezmC) + ..
Elyer1~C [l] = 6 (1 - ©) - 0(Yer.-) + 0°(Yi2-C) + ..
E[Ve. [l =c¢ + 0 (¥t - €) - 0%(Ye1.-¢) + 03 (Y2.-C) + ...
Agora considerando a previsdo dois passos adiante:
E[Yi2|li] = E[c + ety + ep|l]] =

E[yu2ll] = E[c + OLew2 + ew|li] = E[c + (1+0L)ew|l] =2
E[(Yisz— c)(1+0L) (1] = E[ewell] >

E[(Ywz—€)(1- 0L + 0?2 - 0°L3 + 0*L* - ) 1] =0 >

E[(Yer2— C) [I] - 0 E[(yesa— )l + 6°E[(yi— C) [I] — 0°E[(Yi-r — ©) [1]] +0*E[(Yia— ©) [1] - ...
=0->

E[(Yerz— ©) [I] = 0 E[(yea— €)1 - O°E[(yt— €) [Ii] + 0°E[(Yea— C) [I] - 0°E[(yi2— ) [I] +
..=0->

E[(Yesz— C) [1] = 0 E[yea|ld — Oc - 0%(yi—¢) + 0°(Ye1—C) - 0*(yeo—C) + ... =0 {1} >

El(Yer—€) [K] =8 {c + 0 (y¢ - ©) - 0°(Ye1.c) + 0°(Ve2-C) + ... 3 - Bc - B°(yi— ) + 0%(Ye1 —
0)-0*y2—C)+..=0>

E[(Yerz— ©) [I] = 0%(¥t - ©) — 0°(Vier.=¢) + 0*(Yi2.-C) +... - 0°(¥i— ) + 0°(Yer — C) - 0* (Ve —
c)+..=0~>

E[(Yer—C) [I] =0 >

Elyu2olld =c >

O que sugere, por inducdo, que a formula para a previsao j passos adiante é:
E[yesill] = ¢ + 0 (3t - €) - 0°(Yea.c) + 0°(YeoC) + ..., sej = 1

Elyujlld =c,sej>1

Tem-se aqui um resultado fundamental: a previsdo para um nimero de passos superior a
ordem do modelo MA(1) é igual & media incondicional da série observada. De fato, se
yi ~ MA(1), entdo E[y:] = E[c + Ber1 + €] = ¢. H4, pois, uma deterioracdo répida das
previsdes geradas pelo MA(1), as quais se tornam constantes logo apds um instante de
tempo adiante.

1.3 Caso geral
Conforme apresentado, a formula para célculo de previsdes depende do processo
estocastico utilizado para reproduzir a série de tempo empirica. Mas o conhecimento
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disponivel ¢ tal que todas as formulas ja foram derivadas e sdo, portanto, conhecidas
(elas se encontram no capitulo 4 de Hamilton, 1994). H& duas caracteristicas
fundamentais a assinalar quanto as férmulas associadas a todas as especificacdes
ARMA possiveis, conforme estabelece Enders (2015):

1. Elas convergem para a média incondicional com j tendendo ao infinito;
2. A variancia do erro de previséo, Us = Yuj — E[yw|It], aumenta com j, e, no limite,
com j 2o, converge para a variancia incondicional da série original (yy);

Um exemplo em que a ultima propriedade é particularmente clara é o do processo
AR(1) tratado duas subsecdes acima:

Elyelld = c/(1- ¢) + ¢lys.

No limite, com j o0, E[yuilli] = c/(1- ¢), pois |¢| < 1, uma vez que a condigdo de
estacionaridade tem de ser atendida por um processo AR(1). E, conforme ja visto na
nota de aula anterior, se y; ~ AR(1), E[y{] = c/(1- ¢).

Para 0 caso do modelo MA(1) ndo ha propriamente convergéncia, mas sim uma
mudanca brusca para uma previsdo constante no tempo para um ndmero de passos a
frente superior & ordem do modelo.

O fundamental a notar €: as previsdes geradas por processos ARMA deterioram-se
progressivamente com o numero de passos adiante para 0s quais Se quer prever a serie.
Como coroléario, previsdes referentes a um ou poucos passos adiante sdo mais
confiaveis.

1.4 Erro de previsao
O erro de previsdo é simplesmente a diferenca entre valor observado e valor previsto,
Ie.

Utyj = Vet+j — 37t+j =Vt+j — E[yt+j|1t]

A variancia do erro de previsao, por sua vez, ¢ igual a:

V(ut+j|1t) =E [(ut+j - E[ut+j|1t+j])2] ={1} = E[ut+j2] =E [(yt+j - 37t+j)2]
= (2} = E[(EDeajlles] = 9eus) | = B[ = EDealleas])’]
= V(9t+j|1t)

Em que foram utilizados os resultados: {1} de nulidade da expectativa condicional do
erro de previsdo (o previsor 6timo é ndo-viesado), {2} de auséncia de viés do previsor

()tlmo, |e, E[yt'f']llt-l-]] == yt+]

Em suma:

V(ut+j|lt) = V(9t+j|lt)



O resultado é: a variancia do erro de previsao € igual a variancia da previsao.

O resultado anterior pode ser combinado com um segundo resultado para gerar uma
conclusdo bastante importante sobre como a dispersdo das previsbes varia com 0
horizonte de previsdo. Este segundo resultado serd estabelecido também a partir do
processo AR(1) e diz respeito a variancia, ou volatilidade, do erro de previsdo. Basta
calcula-la para ver:

V[ugilld = E[(Ves — ELVesilid)’l] = EL(Vesj — c/(1- ¢) - ¢y = 9(i), em que g(.) € uma
funcéo genérica.

Com base na passagem anterior, é possivel apresentar um argumento simples porém néo
rigoroso, para a relagdo entre tamanho do horizonte de previséo e volatilidade do erro de
previsdo. Assumindo que a série ndo aumenta ou diminui sistematicamente com j, mas
oscila, exibindo momentos de aumento e de redugdo, a fung¢do g(.) € crescente em “j”.
Isso pois |¢] < 1, e, portanto, quanto maior j, menor é a parcela que explicitamente
contém j e é subtraida das demais parcelas e, portanto, maior € o resultado. Ou seja, a
volatilidade do erro de previsdo, esta uma medida para a incerteza associada a previsao,
aumenta com a extensdo do erro de previsdo. Esta conclusdo é verdadeira e uma
demonstracdo formal, para o caso do processo AR(1) é provida no apéndice ao final

desta nota de aula.
Resumindo os paragrafos anteriores, tem-se:

e A variancia da previsdo é equivalente a variancia do erro de previs&o;
e A variancia do erro de previsdo é crescente com o horizonte de previséo.

Conclui-se, pois, que a variancia da previsdo é crescente com o horizonte de previsao.
Ou seja, 0 grau de incerteza inerente as previsdes € tdo maior quanto maior o horizonte
de previsao.

Para finalizar, considera-se o intervalo de confianca para a previsdo. Este pode ser
construido a partir da variancia do erro de previsdo (conforme ja discutido). Para isso,
sdo usados trés ingredientes, (i) a formula do previsor, (ii) a formula da variancia do
erro de previsdo, (iii) limiares do intervalo de confianga de 95% iguais a 1,96,
assumindo-se distribuicdo assintoticamente normal. Com o que se obtém:

Peyj £1.96 /V(ut+j|1t)

Pode-se assim saber qual € o intervalo que contém, com 95% de probabilidade, o real
valor da série j instantes de tempo adiante. O que é mais informativo do que a previsdo
pontual.

Cabe ressaltar uma caracteristica do intervalo de confianca desnudada pela formula
acima: quanto maior o horizonte de previsdo, maior a variancia do erro de previsdo, e
consequentemente, maior a amplitude do intervalo de confianga das previsdes. Algo



coerente, pois € comum tomar a amplitude de um intervalo de confiangca como medida
do grau de incerteza enfrentado.

1.5 Previsao dentro e fora da amostra

H& dois usos para as previsdes. A primeira é Obvia. Trata-se de conhecer valores
futuros. A segunda é a comparacgdo de especificacbes ARMA alternativas, em termos do
desempenho preditivo. Ou seja, trata-se de saber quais de duas especificacdes possiveis
cometem menor erro de previsdo. Nesta sub-sec¢do foca-se neste segundo uso. Ele pode
ser feito a partir de dois tipos de previsdo. A primeira e mais intuitiva é a previsao de
niveis futuros da série. O que ¢ chamado de previsdo “fora da amostra” (out-of-sample
prediction). Ja a segunda € a previsdo de niveis presentes ou passados, ou seja, ja
observados, e que por isso compdem a amostra. Trata-se de previsdo “dentro da
amostra” (in-sample prediction).

Para gerar previsfes dentro da amostra, subdivide-se a Gltima em duas subamostras, (i)
a subamostra utilizada para estimar as especificacbes ARMA, ou “amostra de
estimagdo”, com tamanho denotado por Ty, e (ii) a subamostra com base na qual o
desempenho de previsdo € avaliado, ou “amostra para avaliagdo”, cujo tamanho é
indicado por T,. Tem-se Ty + T, =T.

1.6 Previsao dinimica e estatica

1.6.1 Base conceitual

As previsOes podem ser geradas de duas maneiras que diferem em funcdo da natureza
da informacdo que incorporam. E esclarecedor tomar como exemplo a previsdo dois
passos a frente (dentro ou fora da amostra), ;... Esta geralmente é funcdo da previsdo
um passo a frente, y,,, = f(¥;4+1) — Veja a se¢do 1.1 para o caso do processo AR(1).
Eis a diferenca: pode-se utilizar, em tal funcdo, (i) ou a previsdo um passo a frente, e
neste caso tem-se a assim chamada “previsdo dindmica” (Vy42 = f(J¢41)), OU (ii) O
nivel efetivamente observado da série, caracterizando a “previsdo estatica” (Y, =

fYe+1))-

Colocando em outras palavras:

e A previsdo dinamica utiliza a previsdo para um dado instante para prever o instante
seguinte;

e Ja a previsdo estatica utiliza o valor observado em um dado instante para prever o
instante seguinte;

e A previsdo dindmica prevé multiplos instantes a frente, usando em cada um deles
previsdes para instantes anteriores;

e Ja a previsdo estatica prevé apenas um instante a frente, usando a observacdo do
instante corrente.

A previsdo estatica, por ter por tomar por base um maior nimero de observagdes, tem
maior confiabilidade, ou seja, menor probabilidade de errar. E também pois seu



horizonte de previsdo nunca € maior do que um passo adiante - o0 que reduz a
convergéncia para a média incondicional e 0 aumento da incerteza.

A gqueda da qualidade da previsdo dinamica é perceptivel de uma perspectiva geral e
embasada nas formulas dos processos ARMA. O caso AR(1) é bastante ilustrativo,
conforme aponta Enders (2015, p.79):

A previsdo para h instante adiante €: E[Yun|li] = 0E[Yirn1 + €thlli] = OE[Yen-1|li]. ESSa
mesma formula pode ser usada para substituir a previsdo para t+h-1, ou seja para h-1
instantes a frente, pela previsdo para h-2 instantes a frente. O que se tem é:

o  E[yunl|ld = ¢E[yun1lli] (a previséo h instantes adiante incorpora a previsao h-1
instantes adiante)

o  E[Yunall] = ¢E[Ywn-2|ld] (a previsdo h instantes adiante incorpora a previsao h-2
instantes adiante)

o  E[Yun2ll] = ¢E[ywn-s|ld] (a previsdo h instantes adiante incorpora a previsao h-3
instantes adiante)

o E[yuoll] = ¢E[ye1|li] + ew2 (a previsdo h instantes adiante incorpora a previsao h-
3 instantes adiante)

Ou seja, quanto mais adiante se prevé, mais previsdes tém de ser incorporadas, e como
cada previsdo € sujeita a erro, e ha acimulo de erros de previsao, maior é o erro total
acumulado — ver o apéndice abaixo, em que é estabelecido que o erro de previsdo |
passos adiante para um processo AR(1) € um acumulo de perturbacdes, e, pois, de erros
de estimacéo.

Ja a previsdo estatica reduz o acumulo de erros de previsao ao substituir uma previsao,
feita antes da realizacdo de um novo valor para a série, pelo valor observado apds a
realizacdo. Ou seja, quando t+1 passa a ser o dia de hoje, substitui-se E[y1|li] por
E[Yw+1|lt+1] = Yes1, reduzindo o erro de previsdo acumulado em magnitude equivalente ao
erro de previsdo referente a t+1.

1.6.2 Computacao

As abordagens de previsao estatica e dinamica estdo ambas disponiveis nos softwares
econométricos?. Os livros texto de Morettin e Toloi (2005, secdo 9.3) e Hamilton (1994,
secdo 4.5) referem-se a previsdo dindmica como o0 acréscimo, a previsdo referente ao
instante t+j, de um multiplo do erro de previsdo calculado com base em uma nova
realizacdo da série, esta referente ao instante t+1. Contudo, como Morettin e Toloi
(2005) deixam claro, os parametros do processo ARMA tém de ser recalculados. Tendo
isso em vista e também a afirmagdo de Bueno (2008, p. 83), a maneira recomendada de
fazer a previsdo estatica € reestimando o processo ARMA a cada nova realizacdo da
série e entdo fazendo a previsdo um passo a frente. E isso que serd, nesta disciplina,

* por exemplo, no caso do software Stata ©, o leitor interessado pode consultar as paginas do manual do
software no seguinte link: https://www.stata.com/manuals13/tsarimapostestimation.pdf.



entendido como previsdo estatica. Ja a previsdo dindmica é simplesmente a previséo
para mais de um passo adiante sem reestimacéo do processo ARMA.

2 Algoritmo alternativo

Cabe recordar que a especificacdo ARIMA selecionada pela metodologia de Box-
Jenkins € a que melhor reproduz a série de tempo empirica sob analise. Porém, ha um
fato fundamental: conforme afirmam Enders (2015, p.82) e Box e Jenkins (20XX, p.),
ndo devemos nos enganar ao pensar que tal processo é sempre aquele que melhor prevé
valores futuros da série. O fundamento da diferenca entre (i) melhor reproduzir uma
série e (ii) melhor prever niveis futuros da série esta na natureza distintas dos dados em
questdo. A reproducdo de uma série tem por base dados ja observados, enquanto que a
previsdo se refere a dados futuros, ainda ndo observados. Se ha uma diferenca
significativa entre os niveis da série ja observados e os futuros, entdo a especificacdo
selecionada pode prever relativamente mal a série.

Caso, sublinhe-se, 0 objetivo da analise seja a previsdo, o esclarecimento do paragrafo
anterior sugere expandir o primeiro algoritmo da metodologia Box-Jenkins. Ao invés de
classificar especificacfes candidatas apenas com base em critérios de liberdade, também
pode-se considerar o erro agregado de previsdao. Ou seja, selecionaria-se a especificacdo
com melhor desempenho preditivo e com graus de liberdade se ndo minimos, ao menos
ndo maximos.

Antes de apresentar a segunda versdo do algoritmo, a qual prioriza a previsdo, cabe
apresentar algumas formas de agregar o erro de previsdo. Todas elas evitam o problema
de cancelamento de valores iguais em absoluto, mas com sinais diferentes. Seja ao
elevar ao quadrado os residuos ou ao tomar o valor absoluto dos mesmos. Uma delas
toma a razdo entre erro de previsdo absoluto e a variavel dependente, assim informando
quanto a porcentagem que o erro de previsao representa. As trés agregacfes para 0 erro
de previsdo consideradas nesta disciplina, em consonancia com Bueno (2008, p.82),
sdo:

Raiz do erro quadratico médio = root mean square error =

T;

1
Erro absoluto médio = mean absolute error = MAE = N E |Tsrnl
2
h=1

Erro absoluto percentual médio = mean absolute percentual error =



T;

1 U
MAPE = _Z |Tetnl

T =
246~ Yt+n

Esclarece-se que as trés medidas séo calculadas a partir de previsdes dentro da amostra,
para uma fracdo da amostra de tamanho T».

Apéndice Relacdo entre horizonte de previsdo e volatilidade do erro de
previsdo: caso do processo estocastico AR(1)

(este apéndice é uma explicacdo mais detalhada da demonstragdo feita por Enders
(2015, p.80, equaces 2.49 e 2.50)

A variancia do erro da previsdo j passos adiante é dada por V[uwjll] = E[(Yuj —
E[yt+j||t])2||t]. Seja considerado o caso em que se deseja reproduzir a série empirica y, t
=1, 2, ..., com base em um processo AR(1). Neste caso, é adequado afirmar que a série
empirica real € equivalente ao processo AR(1), aumentada, porém, por um erro de
estimacdo. Ocorre que, por simplicidade, pode-se assumir que o termo de perturbacéo
do processo AR(1) ja contém este erro. Com isso pode-se escrever a série original como
um processo AR(1): Yi+j = C + OYij-1 + €wj. Com isso tem-se:

Considerando que a série temporal empirica

V[uglld = E[({C + dYisj1 +ewsi} — ElywilId)* (1.

Utilizando raciocinio analogo, pode-se substituir yj pela especificagdo AR(1) também
dentro da expectativa E[y|l]:

V[Ussill] = E[H{C + §¥ers +eu} — E[C + §Yerina +eusill])’[1] <
V[Uesjll] = EL(@Yisi-1 +ewsj — OE[Yerial 1)l <

V[Ussill] = E[(tsj + 0(Verj-1-ElYerjoall)) 1]

V[Uesill] = E[(Brsj + PUrsj-1)?1]

Voltando mais um passo:

V[uwill] = E[(ej + §[yesi-1 — Elyejalld])? 4]

V[Ussille] = E[(esj + O[0Yerj-2 + €t — € - Elyri2l 1)1
V[Ussill] = El(wj + OL0(Yesi-2 - EVesirall]) + €eai-a]){1]
V[Uesilld = E[(€esi + $°(Yiui2 - EDVeri2ll]) + ¢ €ue2) 1]
VU] = E[(€esi + ¢ €usjor + 0*(Unsj2)) 1]

Se continuarmos a iteragédo recursiva, chegaremos a:



V[uesilld] = E[(ewsj + ¢ i1 + &7 Ersjz +...+ ¢'e))?|li]. Convertendo o quadrado interno em
um produto, chega-se a:

V[ut+j|1t = Z¢2k9t+] k+z Z ¢ et+j ket+j—m| It | <

=0 m=0
m=k

J

V[ut+j|1t] = z ¢2kE[et+] kllt] + Z z ¢k+ E[ et+j k€t+j-m 1] < {1}

k=0 =0 m=0
m=k
J j
V[ut+j|1t] = Z Pp*a? & V[ut+j|1t] =o? Z %k o {2}
k=0 k=0
1-¢?
VIuesj|le] = o2 Togi e10))

Uma vez que |¢| < 1, a funcdo g(.) é crescente em j, pois quanto maior j, menor ¢? e,
portanto, maior o numerador de g(.). Quanto as passagens {1} e {2}, a primeira utilizou
os fatos de que uma perturbacdo ruido branco tem variancia constante o’ e
autocorrelacdes nulas. A passagem {2} utilizou a férmula da soma de uma progressdo

geométrica finita (al.(1-q")/(1-q), al = 1, g = $* e N = ).
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