Econometria 111
Professor Thiago Morello
Nota de aula 2

(referéncias: Bueno, capitulos 2 e 3; Enders, cap.2)

(1) Processos estocasticos

Definicdo adaptada de Spanos (2019) e Bueno (2008):

Um processo estocastico é uma sequencia ordenada de variaveis aleatdrias. Geralmente,
tal ordenacdo é funcdo do tempo. Ou seja, para os fins desta disciplina, um processo
estocastico € uma sequencia de variaveis aleatorias ordenadas no tempo.

Um requisito técnico é o de que todas as variaveis processo estocastico sejam definidas
no mesmo espaco de probabilidade — espaco de probabilidade € um conjunto de trés
elementos, sendo eles: (i) o espaco amostral ou conjunto de todos 0s eventos possiveis,
(ii) a sigma-algebra, ou uma categoria especifica de subconjuntos do espaco amostral e
(iii) a funcdo distribuicdo de probabilidades.

Um processo estocastico geralmente tem dois componentes: (i) componente nao-
explicitamente aleatério, o qual especifica com uma férmula, (a0 menos parte da)
dependéncia temporal, e (ii) componente explicitamente aleatério ou referente as
perturbacdes. Este ultimo, geralmente (mas ndo sempre), nao é sujeito a dependéncia
temporal. Um exemplo é o processo auto-regressivo de ordem 1 (AR(1)), dado por: y: =
ao + ai.yr-1 + €, em que ao + a1yr1 € 0 componente determinista e et 0 aleatério.

(2) Estacionaridade

Por estacionaridade se entende, em linhas gerais, a conservagéo, ao longo do tempo, sem
qualquer alteracdo, da funcgéo distribuicdo de probabilidade. Ndo sendo este o caso, a
andlise estatistica se torna impossivel, pois, por um lado, observa-se apenas um valor por
instante de tempo, mas, por outro, multiplos valores sd@o necessarios para estimar 0s
pardmetros de uma fungéo de distribuigdo de probabilidade. Segue, abaixo, uma definicdo
de estacionaridade:

Um processo estocastico é fracamente estacionario (ou estacionario em termos de
covariancia) se:

(1) Elyd =Elya]=p
(2) VIyd = VIyd = o?



(3) covlys, Yiil =i

A terceira condicdo € a que mais explicitamente se refere ao grau de dependéncia
temporal inerente a séries estacionarias: tal dependéncia, medida pela autocovariancia, é
funcdo exclusivamente da distancia temporal, ou defasagem, separando duas realizacdes
da série. Ou seja, a autocovariancia néo varia ao longo do tempo.

E condicdo necessaria para a estacionaridade fraca que as raizes caracteristicas da
equacdo a diferencas tenham todas médulo inferior a unidade.

A definicdo mais restritiva, e, que portanto, garante estacionaridade “forte”, ou estrita, é
a de que a funcdo de distribuicdo de probabilidade conjunta seja igual em quais dois
instantes de tempo (n&o importa a distancia entre eles). Trata-se da defini¢do 2.4 do livro
de Bueno.

Aproveitando a mencdo a covariancia, cabe definir, assim como feito por Enders, a
autocorrelagdo como corr[yt, ytj] = yjlyo, em que yo = coVv[yt, Vt] = E[(y:— E[yt])(yt— E[yi])]
= E[(y: — E[y:])’] = VIvil.

Um exemplo de um processo estocastico estacionario € o ruido branco, um processo
basico, o qual serve de fundamento para a especificagdo de outros processos estocasticos.
O ruido branco é puramente aleat6rio, sendo denotado como uma perturbacéo, e, cujas
propriedades sdo:

1. Expectativa nula, E[e]] =0,t=1, 2, ....
2. Variancia constante, V[eq] = E[(e:— E[eq])?’] = ¢?
3. Autocovariancia nula: cov[et etj] = 0, qualquer que sejamte j

3 Processos estacionarios

3.1 Objetivo

O objetivo da analise econométrica de séries de tempo, no que tange a séries
unidimensionais, é descobrir qual processo estocastico teérico melhor reproduz uma série
temporal observada. Tal descoberta se da por meio de trés acdes, (i) a interpretacdo de
graficos da funcdo de autocorrelacdo (FAC) e da funcdo de autocorrelacdo parcial
(FACP), (ii) testes de hipotese de (in)significancia conjunta para defasagens superiores
(teste de Ljung-Box) e (iii) minimizacdo de estatisticas conhecidas como critérios de
informagdo (de Akaike, Schwarz e Hannan-Quinn).

E importante assinalar que o procedimento que se acaba de descrever é empregado para
0 caso de séries estacionarias, a quais constituem o objeto desta nota de aula — séries ndo
estacionarias serdo tratadas na proxima nota de aula. O principal a assinalar é que as
proximas se¢des desta nota de aula tratardo de séries estacionarias, apenas.



Esta secdo tem como objeto a primeira acdo. O objetivo é ensinar a identificar o nUmero
de defasagens autorregressivas e de média movel necessarias para mais bem reproduzir
uma série empirica. Para tanto, serdo (i) definidas FAC e FACP, (ii) descrito o
procedimento de computacdo da FAC e da FACP (manual e automatico), (iii) exibidos
graficos da FAC e FACP para alguns processos estocasticos tedricos basicos e (iv)
resumidas as caracteristicas gerais dos graficos de FAC e FACP de processos AR(p),
MA(q) e ARMA(p,q).

3.1 Funcao de autocorrelacao (FAC)
A autocorrelacdo populacional entre dois valores de uma série de tempo, o primeiro
ocorrendo no instante t e 0 segundo no instante t - j é:

corr( )= cov(Ye, Ye—;) _ Ely. — Ely.]|E [yt_j - E[Yt—j]]
Yool = B Gdpt) pODdP )

Sendo yt estacionéria, é possivel simplificar a expressdo anterior, pois (i) expectativa e
variancias sdo constantes no tempo e (ii) a covariancia € funcdo exclusivamente da
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defasagem captada pelo termo “j”. Com isso, a expressdo anterior passa a:

( ) - Elye— EDIE [yery —EDY|  Elye—EDIE [y —ED]
corr(Ye, Ye—j) = dp(y)? - Ely-EWIEl-EW]] Yo

= pj.

Ou seja, no numerador a expectativa interna é constante e, no denominador, ha a variancia
da série. Com isso, retoma-se a notacdo sintética para autocovariancia da se¢do anterior
com a letra grega “gama”.

Ja a autocorrelagdo amostral de ordem j para uma série estacionaria é:

%ZZ:l(yt - y)()’t—j - )7) _ %Z{:l(yt - 3_’)(3’t—j - }_’)
dp(ye)* FEIA (e — P2

pj = corr(ye, Yev)) =

Esta estatistica, é, pois, uma funcdo de j, o tamanho da defasagem. E por isso que a
sequencia de valores da estatistica para niveis de j progressivamente maiores, i.e., para j
=1, 2,3, ..., é chamada de funcdo de autocorrelacdo (FAC) amostral.

3.2 Obtendo a fun¢ao de autocorrelacao (FAC)

4.2.1 Definicdo e premissas

Foérmulas para variancia, autocovariancias e autocorrelagdes, e, portanto, para a FACP
podem ser obtidas a partir do sistema de equacdes de Yule-Walker, o que sera feito nessa
secdo para alguns processos estocasticos basicos.



4.2.2 Processo AR(1)

4.2.2.1 Cdlculo da expectativa do AR(1)
O AR(1) pode ser escrito, denotando-se a constante por “c” e o coeficiente por ¢p1, COMO:

Ve = C+ ¢1Yi_q + &, & € um ruido branco

A solucdo de tal processo é:

t—1 t—1
ye= a0 ) $L+ lyg+ ) e,
i=0 =0

Tomando o caso limite em que t = o, ou seja, considerado a solugdo de “longo prazo”,

tem-se:
Ve = Cz P+ z Plep
i=0 i=0

Uma vez que 0 < ¢p; <1, é condicdo para que 0 processo seja estacionario (algo
necessario para que ele seja Util para analise econométrica).

(o]

Cabe notar que Y72, ¢} € a soma de uma progressio geométrica infinita com razéo q =
¢, e primeiro termo a, = ¢? = 1. A formula de tal soma é: S = al/(1-q) = ﬁ. Com
—P1

iSSO:

1 <N
ye=cr——+ Z $1Ee-i
1= =

Do que decorre:

[ee)

c <N c . c
1— ¢, +;¢15t—i] = 1_—¢1+z $1E[e—i] = 1_—¢1

i=0

Elyl =E

A (ltima passagem decorrendo da nulidade da média de um ruido branco.

4.2.2.2 Equacgdes de Yule-Walker para o AR(1)
Cabe retomar a defini¢do do processo AR(1):

Ve =C+ P1yi_q1 + &, & € um ruido branco

Da mesma maneira, pode-se especificar um processo AR(1) para uma transformacéo da
série original, a transformacdo de interesse sendo a subtracdo da série de sua expectativa.
O processo transformado, y: — E[yi] = yt—u = yt", pode ser especificado da seguinte forma:

Vi = G1yi-1 + &(1)

(note a omisséo da constante)



Agora o processo (1) serd manipulado algebricamente para com isso obter as equagdes de
Yule-Walker (ver Enders, 2015, p.60):

Multiplique a equagdo (1) por y'tj, paraj=0, 1, 2, ...
VeVe = cyi + d1yi1yi +&yi
VeVi1 = Vi1 + $1Vi1Vio1 + Vi

ViVi—a = CYi—p + P1Yi_1Vi—2 + EVi

ViVioj = CYVi—j + G1Vi-1Vi—j + &Vi—j

Tome as expectativas dos dois lados do sistema anterior, obtendo o sistema abaixo o qual
sera referido como “sistema A”:

Elytyi] = cE[yf] + 1 E[yi_1yi] + Eleeyf]
E[yiyi-1] = cElyi—1] + $1E[yr-1Yi-1] + E[€:yr-1]

E[yiyi—z] = cElyi_;] + $1E[yi-1yi-2] + Eleryi-;]

Elyiyi—j] = cE[yi_j] + $1E[yi-1y:;] + Eleryi ]
E possivel simplificar o sistema anterior com base nos fatos a seguir listados.
Fato 1: E[y;y;] = Ely;*] = El(y: — Ely:D?*1 = VIyl = vo

Fato 2: paras > 1,E[y;yi-s] = El(y: — E[Ye]) We—s — E[ye-sD] = covlyy, ye—s] =
Ys

Fato 3: E[y;] = E[(y; — Ely:D] = Ely:] — Ely:] =0

Fato 4:

Elecyi]l = Elec(ve —w)] = {1} = [€t< Z ¢i + Z piee—i — )
=E _St(; ¢i€t—i)] [Z piec- lgt] = [f(l)gtgt + ; ¢i5t—i5t]
o+ Z qbiO] =g?

i=1

= {2}

= £|@9E[e] + ) $iEle e | =

{1} Foi usada a solugéo do processo AR(1);



C

1-¢,

{2} Foi usado o fato de que a médiado AR(1) é c Y2, ¢! =

Ou seja:

Eley;] = o

Fato 5: paras>0

Eleryi—s] = Elet(ye—s — )] = {1} = E

=§¢i0=0

i=0

€t <§ ¢§gt—s—i>] = 2 PLE[er—s_i&c]
i=0 i=

{1} Passagens analogas as utilizadas no fato 4.
Ou seja:
Eleyi_s] =0,paras > 1
Incorporando os fatos 1 a 5 no sistema A, chega-se a:
Yo = ¢1v1 + 02
Y1 = $1Y0

Y2 = 171

Vi = $1Yj-1
Com base nas primeiras duas equagdes, calcula-se yo, a variancia de yx:

0.2

Yo = d1h1vo + 0% = ¢’y + 02 >y, =1—¢z
— @1

Com base nas demais equagOes calculam-se as covariancias de ordem j = 1, 2,..., da
seguinte forma:

0.2

1—¢,°

Ja as autocorrelagfes podem ser calculadas dividindo-se todas as equacgdes do sistema,
exceto pela primeira, pela variancia yo (notar que dividir pela variancia € dividir pelo
produto do desvio-padrdo por ele mesmo e, de fato, como tal desvio € 0 mesmo para todas
as defasagens da variavel, tem-se o mesmo denominador da definicdo geral da
correlagéo):

¢ = ¢



i_ Yo
Yo P Yo
Y2 N
Yo = Yo
i _ Vi
Yo 2 Yo
Ou, alternativamente:
p1=¢1
P2 = P1p1
p; = ¢1Pj—1

Com isso, a funcéo de autocorrelagéo é p; = ¢1f,j =1,2,..
Resumo

Uma sintese do obtido com o sistema de Yule-Walker é, se y: ~ AR(1), entdo:

2 i -
EIYi = 1, VIvd = 775 cov¥eye) = ¢4, = 1,2, ..

E notdrio, pois, que expectativa, variancia e covariancias sdo invariantes no tempo, e,
conclusivamente, o processo AR(1) é estacionario. Cabe também assinalar que isso
apenas € verdade pois o termo de perturbagdo é um ruido branco.

4.2.3 Processo AR(p)
Trata-se do processo:

Ve = P1Vi-1 F D2Ye2 + P3Ve s+ dpyip T &

E possivel demonstrar que a solucdo deste processo é dada por (Enders, 2015, equacio
2.20):

o)

c
YZe=—"—"vwp L T 2 Ci&t—i
1- Zj=1 b

i=0
Em que c1, c2, ..., sdo coeficientes indeterminados.

A expectativa do AR(p) é:



c N ¢ N ¢
) =g D g e g

i=0 i=0

Com base neste e em outros resultados, é possivel utilizar a abordagem de Yule-Walker
para obter a variancia e as correlagcdes do processo AR(p). Este exercicio ndo sera feito
nesta disciplina. Basta observar que a funcao de autocorrelacdo terd o seguinte formato
(Bueno, 2008, p.41):

Pj = $1Pj-1+ P2pj2 + -+ ppjp,J =12, ...

O principal é que tanto expectativa, como variancia e covariancias sdo invariantes no
tempo, e, consequentemente o processo AR(p) € estacionario.

4.2.4 Processo MA(1)
Ely ] =Elp+ 01 +e]l=u

Aplicando o procedimento de Yule-Walker, o primeiro passo é transformar o processo
subtraindo a série da prépria expectativa:

Vi=Ye—U=0&_1+¢&

No segundo passo, multiplica-se a equagdo do processo transformado por yj, j = 1, 2, 3,

Viyi = 0&_1yr + &Yt
ViVie1 = 0&_1yi 1 + &Vi1
ViVi-z = 0&_1Yi_2 + &Y

ViVi-z = 0€_1Yi 3 + &Yi—3

ViVioj =0 1y{_j + &y
Tomando as expectativas:
Elyiye]l = OE[ee—1yc] + Eleeye]
Elyeyi-1] = OE[ee-1ye-1] + E[etye-1]
Elyiyi—2] = OE[er1y{ 2] + E[ery: ]

Elyiyi—3] = OE[er—1yi—3] + E[eryi_3]

Elyiyi_jl = OE[er—1Yi—j] + Eleryi_j]



As expectativas do lado direito tém de ser simplificadas com base na formula do processo
MA(1).

(A) Primeiras expectativas a direita (0F [e;,_1y;], E[e,—1Vi-1], OE [ge-1Yi=2), ..., OF [er-1¥7—;])

(A1) Expectativa 1. OE[g_1y;] = OE[e,_1(0&i_1 + &)] = 0%E[e2_;] +
OF [ere-4]-

Neste ponto recorda-se a natureza de ruido branco da perturbacao, ou seja, os fatos
de que E[&] =0, cov(et, &) = E[et ej] =0, = 1,2,..., V[e] =E[e] = 0%, t =1, 2,....
Do que decorre: E[e2_ ;] = 02, E[g;_1&] = 0. E, pois:

OE[e,_1yi] = 0?Elef_1] + OE[erg,_1] = 6%0% + 60 & OE[g,_1y/] = 0%0?

(A.2) Expectativa 2: OF[e;_1V{_1] = OE[;_1(0&i—5 + €:-1)] =
E[0%c_1&_, + 0t 1] = ?E[e;_18,_5] + OE[e? ;] = 620 + 0% &
OF[e,_1yi-1] = 602,

(A.3) Expectativa 3: OF[e;_1yV{_] = OE[e;_1(O&t_3 + €:_5)] =
E[6%e_1603 + 0,16, 5] = 0°E[e,_16_3] + OE[g,_16,2] = 670 + 60 =

0 & 0E[&;_1yi_,] = 0. Essa nulidade se estende para todas as demais
expectativas, pois nelas o indice do termo de perturbacéo, t — 1, € sempre maior
em mais do que uma unidade do que o indice da série transformada (e com isso
tem-se expectativas de produtos de perturbacGes referentes a instantes distintos).

(B) Segundas expectativas a direita (E[e;y;: ], Ele:vi-1], El&:yi—5], )
(Bl) EXpECtatlva 1 E[Ety;] = E[St(egt_l + Et)] = QE[StEt_l] + E[Eg] = 0-2;

(BZ) EXpeCtat'Va 2 E[gty;—l] = E[Et(egt_z + Et—l)] = QE[EtEt_z] +
Els:6:_1] = 0. Tal nulidade se estende para as demais expectativas, nas quais os indices
temporais da perturbacéo e da série diferem em magnitude ainda maior.

Incorporando os resultados obtidos para os dois conjuntos de expectativas do lado direito
da equacéo, tem-se:

Yo = 0%0% + 0% oy, = (1+ 6202

Y1=90'2
Y2 =0
ys =0
y; =0

Dividindo o sistema por yo para obter as autocorrelaces:



Ou seja, a FAC € positiva apenas para a defasagem j = 1, reduzindo-se imediatamente a
zero a partir de j = 2.

4.2.5 Processo MA(1): estacionaridade e invertibilidade
Os resultados obtidos na sub-secéo anterior podem ser resumidos da seguinte maneira.
Sendo y: ~ MA(1):

Elyi] = ; VIyi] = 02 cov(yryrj) =0, paraj=1,...J.

Ou seja, expectativa, variancia e covariancia sao invariantes no tempo, e, portanto, o
processo MA(1) é estacionario. Mas, deve-se assinalar, estacionariedade néo é condicdo
suficiente para que seja possivel utilizar o processo MA(1) como um instrumento para
reproduzir uma série temporal. Ao menos ndo por meio da metodologia que seré utilizada
nesta disciplina, a qual foi proposta por Box e Jenkins, e serd apresentada na proxima
secdo (quanto a isso ver Enders, 2015, p.77). A condicdo de invertibilidade também tem
de ser atendida. Esta condicdo exige que seja possivel escrever um processo MA(q) como
um processo AR(o0). Uma maneira de verifica-la é escrever o processo MA(1) com base
no operador de defasagem.

[Operador defasagem] Antes de continuar é preciso explicar em que consiste tal operador.
Ele, quando aplicado a uma série de tempo, “atrasa” a série em um instante de tempo. O
valor que ocorre em t = 1 passa a ocorrer em t = 2, 0 valor que ocorre em t = 2 passa a
ocorrer em t = 3 (passa a demorar mais para que um dado valor ocorra). Formalmente o
operador é denotado por “L” de “lag”, e é tal que Lyt = Ye1, L2yt = yr2 € Uyt = i, j = 1,
2, .... Tal operador simplifica a notagdo de algumas operagdes, como, por exemplo, a
primeira diferenca da variavel, i.e., yt — yt-1 = ¥t — Lyt = (1-L)yi, e a propria formula do
processo MA(1), como segue.

Yt~ MA(1) = yt = + Oer.1 + e, et ~RB. Utilizando o operador defasagem:
yi—Cc=0Let+erDyi—c= el+0L)> (yi—c) (L+0L)=e (1)

Agora retomando a apresentacdo da propriedade de invertibilidade, tal condigéo surge
exatamente na equacdo (1). Se |0] < 1, entdo 1 + OL é a soma de uma progressdo
geométrica infinita convergente. Basta recordar que tal soma, denotando-se o primeiro



(13 2" € 9

termo da progressao por “a1” e a razdo por “q”, ¢é igual a a1/(1-g). Como as progressdes
que vimos até agora todas tém a; = 1, entdo, 1 - q =1 + 6L, e pois, q = -OL. A progressao
portanto é 1, -0.L, 022, - 0313, 94L4, ...

Com isso, a expressdo (1) pode ser escrita como:
(yi—c) (1 +0L) =6 > (yi—c) (1-0.L+02L2- 033 +0%L* +..) =&

Usando a propriedade distributiva nos operadores de defasagem, os quais por sua vez
ficam aplicados a y, tem-se:

Vi - 0.ye1 H0% yi2 - 0%yt 0% yia +. = e
Ou seja, um processo AR ().

Essa inversdo é (til para o céalculo da FAC e da FACP de processos MA(1). E também
possivel inverter processos MA(q), q > 1, mas a condicao necessaria para tanto é a de que
as raizes do polindmio caracteristico do MA(q) estejam todas fora do circulo unitario do
plano complexo.

4.2.4 Processo MA(q)

No apéndice, o sistema de Yule-Walker do processo MA(q) é montado. O principal
resultado a apontar € que expectativa, variancia e covariancia sao constantes no tempo, e
hé, pois, estacionariedade.

4.2.5 Processo ARMA(1,1)
Trata-se do processo:

Vi = C + oY1 + Oe 1 + €, em que et ~ RB(0,02).

Escrevendo como desvios da média, multiplicando por yiVt1,Yt-2,..., € calculando as
expectativas:

Ely: yt']=0E[yt1 Y]+ 0E[er1 yt'] + E[ec yt ]
Elyt ye1']= ¢E[yes ye1']+0E[ers yea'] + E[er yra']
Elyt yr2']1= ¢E[yes yr2' ]+ 0E[er1 yr2'] + E[er y2']

Elye yii'1= OE[ye1” yei 1+ 0E[e 1 Yiy]+ E[et iy (A)
Os termos desconhecidos requerendo derivacao algébrica sdo, primeiramente:
E[et1 Vi1 = E[e t1 (dYej1r ™+ O€tj-1+ er)] = E[€ t-1 Yi-17] + OE[€ r-1€tj-1] + E[e v1€t]
Cabe considerar trés casos, o primeiro, j = 0:

E[et1 Yt ] = 0E[€ 1 Yei ] + OE[€ t-1611] + E[e t16] = OE[e 11 (PYr2 + Oero+ er1)] + 002 + 0
=p 0%+ 00%= (¢ +0) g’



O segundo caso € j = 1:
E[et1Yi1] = 9E[e 11 Vio ] + OE[e t1€t2] + E[€ t16t1] = 0
O terceiro caso éj > 1:
E[et1 Yii] = 0E[e 1 Yej1'] + OE[e r1ej1] + E[e1€r] = 0
Ja o segundo termo desconhecido é:
E[et yi'] = E[et (dyr1 + Oer1+ €)] = ¢E[et Y1 ] + 0 E[er era] + E[e] =0+ 0 + o2
E o terceiro termo desconhecido:
E[et yi-1], j > 1, tal termo sendo nulo pois:
Efe: (oY1 + Oewj1+ etj)] = OE[er yij1'] + OE[er ej-1] + Efer exj] = 0.
Com isso o sistema (A) passa a:
Ely yi'1= 0E[yet” yi']+6(¢ +0) 02 + 02
ELye yi1']= ¢E[yi1 yea']+0 02
ELy: yi2]= ¢E[yi1 yi2]
Elyt yei'1= ¢E[yer yei]

Ely: yei1= ¢E[yer yei' ]+ 0E[e w1 yii ] + E[et iy ]
Utilizando a notacdo sintética:

Yo =dy1+0(d +0) 0%+ a2

Y1= ¢ y0+ 002
y2= o1
Yi= ¢ it

Substituindo a segunda equacgéo na primeira, obtém-se:
Yo =¢(¢ vo+ 602 +6(¢ +6) 0% + 02
Yo = ¢%y0 + 02[¢ 6+ 6(¢ + 6) + 1]

Yo=02[¢ 0+06(¢ +0) +1]/(1-¢%)



Yo =02[2¢ 6+ 6%+ 1]/(1-¢?)
Esta sendo a variancia do processo.
Utilizando este fato obtém-se y1:
1= ¢ 02[2¢ 0+ 67 + 1]/(1-9%) + 6 02
v1={0 [2¢ 6 + 67 + 1]/(1-¢%) + 0}0?
Denotando o termo {¢ [2¢ 0 + 62 + 1]/(1-¢%) + 6} por “B”, tem-se:
v1 = Bo?
E utilizando-se as outras equacgdes, obtém-se as autocovariancias de ordem superior:
v2 = ¢ Bo?
¥3 = ¢ 2 = $°Ba?
i = ¢/Bo?
Com isso as autocorrelagdes sio pj = ¢'B.

Do que se conclui que expectativa, variancia e aucorrelacdes sdo invariantes no tempo, e,
portanto, o processo € estacionario. Mas isso depende, conforme afirma Bueno (2008,
p.31) das raizes caracteristicas dos processos AR e MA estarem fora do circulo unitario
do plano complexo.

3.3 Funcao de autocorrelag¢ao parcial (FACP)

A FAC, ao calcular a correlacdo entre duas observacdes separadas por j instantes de
tempo, p.ex., yl e y3, acaba captando também, potencialmente, a influéncia de
observacdes intermediarias, no caso do exemplo, y2. E isso pois y2 é correlacionada com
y1 ou com y3 (ou com ambas) nos dados. As correlagdes captadas pela FAC, ndo sao,
portanto, puras. Ou seja, ndo refletem apenas a relacdo existente entre y1 e y3. Ou, de
modo geral, e para uma defasagem de j instantes de tempo, néo refletem apenas duas
observacdes separadas por j instantes de tempo.

E exatamente para obter correlagdes puras que se utiliza a funcdo de autocorrelacio
parcial (FACP). Esta é composta por correlagfes calculadas de maneira a eliminar a
influéncia de observacdes intermediarias. Ou seja, a correlacdo entre y: e yt.j € obtida apos
serem eliminadas as influéncias das defasagens de ordem inferior a j, ou seja, das
defasagens iguais a yt.1,Yt-2,...,Yt-1.

O processo de purificagdo inerente a geracdo da FACP é o mesmo implicito a regresséo
maultipla. Na regressdo multipla, deseja-se obter o coeficiente medindo a influéncia, sobre
a variavel dependente, de uma variavel independente especifica, xk. O objetivo é que esta
influéncia seja pura, i.e., seja livre da influéncia das outras variaveis independentes, Xs,
s#k. Tal objetivo € alcancado incluindo-se todas as outras varidveis independentes na



regressdo multipla, como variaveis de controle, juntamente com a variavel independente
principal. Ao fazer isso, o coeficiente da ultima sera puro.

O mesmo procedimento ¢é adotado para gerar a FACP, mas, porém, de maneira gradual.
Mais precisamente, trata-se de regredir yt contra Y, incluindo todas as defasagens
intermediérias, e, portanto, Yt1, Y2, Y3,....Ytj-1. As defasagens intermedidrias sdo,
portanto, variaveis de controle, cuja influéncia é, pois, captada separadamente da
influéncia ytj, esta ultima contida no coeficiente de ytj. Mas ha um detalhe importante:
deve-se estimar uma regressdo linear para cada defasagem. Isso pode ser enunciado de
maneira mais clara por meio da descri¢do do procedimento completo, tal como segue:

1. Obter a correlacdo pura entre yt e yt-1 como estimativa pontual para ¢1,1, obtida esta
a partir da estimacéo da seguinte regresséo linear: y: = ¢1,1yt-1 + €;

2. Obter a correlacdo pura entre yt e yt-2 como estimativa pontual para ¢22, obtida esta
a partir da estimacdo da seguinte regressao linear: yr = ¢2,1yt-1 + ¢2,2Yr-2 + €21;

3. Repetir o procedimento para ¢s3, estimado a partir de y: = ¢p3.1yt-1 + d32yt2 + d33yt3+
€3t

4. E assim por diante até a Gltima defasagem desejada, esta denotada como J.

Organizando os resultados em uma tabela com duas colunas, a primeira o tamanho da
defasagem, j, e a segunda a estimativa pontual ¢;;, tem-se a FACP de ordem J. A qual
também pode ser representada graficamente no plano j x ¢j,.

Uma propriedade importante da FACP €, conforme assinalado por Bueno (2008), a
nulidade da mesma, ou seja, da estimativa pontual ¢;; para uma defasagem, j, superior &
ordem do processo estocastico autorregressivo subjacente aos dados. Ou seja, um
processo AR(p) tem FACP ndo nula para uma defasagem inferior ou igual a p,
apresentando FACP nula para defasagens superiores a p. Esta nulidade, porém, é fato
apenas para processos autorregressivos. Ja 0s outros dois processos apresentam padroes
diferentes para a FACP. O processo MA(q) exibe um decaimento exponencial continuo,
ndo relacionado a ordem g. J& o processo ARMA(p,q) apresenta decaimento exponencial
a partir da p-ésima defasagem — e isso pois 0 componente autorregressivo (AR) se torna
nulo a partir da p-ésima defasagem, sobrando apenas o padrdo do componente MA.

4 Metodologia de Box-Jenkins: uma implementacao possivel

4.1 Teoremade Wold

Este teorema, conforme assinala Bueno (2008), ¢ fundamental, pois garante com que a
metodologia que sera apresentada a seguir seja valida para ampla gama de series de
tempo. Uma versdo simplificada e suficiente para esta disciplina do enunciado do teorema
de Wold é:

Todo processo estocastico, linear ou ndo, pode ser adequadamente aproximado por um
processo estocastico linear.



Como a metodologia de Box-Jenkins toma por base processos estocasticos lineares, o
teorema de Wold garante a aplicabilidade de tal metodologia para todas as séries de tempo
empiricas possiveis.

Mas é preciso ressaltar que tal teorema ndo garante uma performance satisfatoria
estatistica desejavel para o processo linear, seja em termos de reproducdo da estrutura de
autocorrelacdo (parcial) da mesma, e, menos ainda, em termos de acuracia de previsdo de
valores futuros da série. O teorema apenas garante que a metodologia de Box Jenkins ndo
tende, caso implementada rigorosamente, a cometer erro sistematicamente grande no que
tange a reproducéo da série de tempo original, dentro da amostra observada.

4.2 Objetivos

Neste momento é preciso relembrar o objetivo da anlise: reproduzir uma série temporal
empirica a partir de um processo estocastico tedrico. No estagio atual da apresentacao do
conteddo da disciplina, estamos considerando um subconjunto especifico de processos
estocasticos tedricos, a assim-chamada familia ARMA, ou seja, trata-se de todas as
combinagbes possiveis de processos autoregressivos (AR) e de processos de médias
moveis (MA). Essas combinagfes incluem processos estocasticos contendo apenas um
tipo de componente, AR ou MA, o que se denota, respectivamente, como ARMA(p,0) e
MA(0,q).

Portanto, o objetivo é: reproduzir uma série temporal empirica a partir de um processo
estocastico ARMA(p,q).

Este objetivo suscita a seguinte pergunta: mas qual processo ARMA(p,q) exatamente?

e

Ou seja, quais sao as ordens “p” e “q”?

A resposta estd exatamente nas funcdes de autocorrelacdo (FAC) e de autocorrelacdo
parcial (FACP). E possivel, por meio de inspecéo grafica, detectar, aproximadamente, as
ordens “p” e “q” que melhor reproduzem a série de tempo empirica analisada.

De fato, esta deteccdo aproximada é o primeiro estagio do procedimento proposto por
Box e Jenkins em obra originalmente publicada em 1976, o qual sera chamado de
“metodologia de Box-Jenkins” doravante. Tal procedimento tem quatro estagios: (i)
identificacdo, (ii) estimacdo, (iii) diagndstico, (iv) previsdo (Gujarati, 2000, se¢do 22.3,
Enders (2015, capitulo 2, secdo 8). Todos esses estagios se referem ao processo ARMA,
ou seja, trata-se de:

(1) Identificar especificacbes candidatas do processo ARMA que melhor
reproduzem a série de tempo;

(i) Estimar as especificacfes candidatas do ARMA,;

(iii)  Diagnosticar as especificagOes candidatas estimadas, selecionando a melhor
delas;

(iv)  Utilizar a especificagdo ARMA selecionada para previséo.

A rigor, esta é a primeira versdo da metodologia de Box-Jenkins que sera apresentada
nesta disciplina. E isso pois é possivel, e algumas vezes adequado, incluir a etapa de



previsdo como parte do diagnostico. A segunda versao serd objeto da proxima nota de
aula, a qual tratara de previséo.

Ha& um desafio na implementacdo pratica, ou computacional, da metodologia de Box-
Jenkins. Ele é referente ao estagio de identificacdo. Trata-se do desafio de elaborar uma
lista suficientemente, mas ndo excessivamente, completa de especificacfes candidatas do
ARMA. O cerne deste desafio estd em um trade-off importante, entre custo e beneficio
da otimizacdo. Uma lista muito grande representa um custo alto, pois todas as demais
etapas terdo de ser aplicadas a ela, ou seja, um grande nimero de especificacdes tera de
ser estimado e comparado no estagio de diagnostico. Uma lista pequena representa um
beneficio pequeno. Para entender é Util relembrar do conceito de otimizacdo com
restricdes, utilizado em microeconomia. Quanto menor a lista, mais restricdes o analista
impde, artificialmente, ao conjunto de especificacdes possiveis, e, portanto, maior € a
probabilidade de que “a melhor especificacdo” seja, na verdade, um 6timo local e ndo
global. Acaba-se, pois, ignorando especificacdes que seriam ainda melhores.

4.2 Um possivel algoritmo inicial

Ha diversas maneiras de enfrentar o desafio de implementacao da metodologia de Box-
Jenkins, equilibrando o trade-off intrinseco. Sera aqui proposto um algoritmo que
representa apenas um dos diversos algoritmos possiveis. Tal algoritmo procura evitar uma
lista excessivamente grande de especificacdes candidatas. Mas, porém, ao custo de
eventualmente omitir especificagdes com boa performance (bom ajuste aos dados). O
algoritmo proposto sera referido como “algoritmo 17, ¢ segue abaixo. Ao descrevé-lo
utiliza-se o termo “correlograma” para referir-se aos graficos da FAC e FACP.

1. Identificacdo: dois critérios sdo sugeridos:
a. Inspecionar os graficos da FAC e FACP referentes a série de tempo, i.e., a
variavel dependente (), procurando observar sinais que apontem para ordens
“p” e “q” especificas. Para isso, usar a seguinte tabela, reproduzida de Bueno
(2008, p.43), a qual é uma versdo simplificada das tabelas 2.1 de Enders

(2015) e 6.1 de Box, Jenkins e Reinsel (2008):

Especificagéo FAC FACP
Truncada na
defasagem p

Decaimento
exponencial

Decaimento
exponencial a partir
da defasagem p + 1

AR(p) = ARMA(p,0)  Decaimento exponencial
MA(g) = ARMA(0,q) Truncada na defasagem g

Decaimento exponencial a

ARMA(p,q) partir da defasagem q + 1

b. Ordem méxima de significancia: trata-se da maior defasagem para a qual ha
autocorrelacdo estatisticamente significativa nos graficos da FAC e da FACP.
Este nivel &, adicionalmente a tabela anterior, também um indicador das

[

ordens “p” e “q”, da seguinte forma: (i) uma ordem maxima qmax Na FAC, ou



seja, truncamento a partir de gmaxt1, sugere um processo MA(gmaxt+1) e, (ii)
uma ordem méxima pmax Na FACP, i.e., truncamento a partir de pmax+1, sugere
um processo AR(pmax+1). E recomendavel, além de especificagbes AR e MA
isoladas, também tomar por base a especificagio ARMA (Pmaxt1,qmaxt1);

c. Também ¢é util aplicar um teste de significancia conjunta as autocorrelagdes
referente as defasagens de ordem um até ordem j*. Para isso utiliza-se a
estatistica de Ljung-Box:

i. Ahipotese nula do teste é: (HO) as autocorrelagdes (parciais) de ordem
j =1,...,J%, sdo todas nulas. A hipotese alternativa (H1) do teste € a
negacdo logica da hipdtese nula, i.e., pelo menos uma ordem ndo-nula;

ii. A estatistica do teste €, para o teste referente as “s” primeiras
defasagens, Q = T(T + 2) Zf;ﬂ%ﬂgz(s) (Enders, 2015, p.68) a
distribuicdo aproximada (assintotica), pois, € a qui-quadrado com
namero de graus de liberdade igual a s (igual a maior defasagem
considerada); A sugestdo de Enders (2015, p.68) é tomar j* = T/4, em
que T = tamanho da série empirica;

d. Uma vez que a inspecdo visual nunca é exata, e € comum ficar em ddvida
quanto a mais de uma possibilidade, recomenda-se uma combinagdo dos dois
critérios acima (tabela e ordem maxima de significancia). A combinacédo
recomendada é: tomar como lista inicial todas as especificacdes sugeridas
pelos dois critérios, conjuntamente;

2. Estimacdo: esta etapa € automaticamente feita pelos softwares estatisticos
disponiveis, bastando conhecer o comando necessario para tanto. Basta afirmar
que, apesar do método de minimos quadrados ordinarios ser consistente, ele néo
é eficiente, propriedade esta possuida pelo método de méaxima verossimilhanga, o
qual é geralmente utilizado?;

3. Diagnostico, parte 1, lista inicial de especificagdes. Diagnosticar todas as
especificacOes da lista inicial da seguinte maneira:

a. Estimar a especificacdo e obter o correlograma dos residuos (atencao: trata-se
do correlograma dos residuos e ndo da série original/variavel Y);

b. Como um processo estocastico ARMA € estacionario, a perturbacdo do
ARMA é obrigatoriamente um ruido branco. Um ruido branco tem FAC e
FACP nulas para todas as ordens de defasagem. Eis a primeira operagéo de
diagndstico. Trata-se de verificar o critério de correlograma nulo para todas
as ordens de defasagem do ARMA estimado. Este critério é verificado a partir
de um teste de significancia individual para a autocorrelacao referente a uma
dada ordem. O teste € reportado automaticamente para todas as ordens de j =
1, .., j* e também para a autocorrelacdo parcial, por comandos
autocorrelograma de softwares estatisticos;

! Mais detalhes sobre estimacdo podem ser encontrados nos capitulos 7 de Hamilton e nas secbes 3.4 e
3.5 de Bueno (2008).



c. A segunda operacdo de diagndstico € a realizacdo do teste de significancia
conjunta de Ljung-Box referente a todas as autocorrelagBes (parciais) de
ordem 1,..., j*:

A estatistica do teste € a estatistica de Ljung-Box, a qual, para as
primeiras “s” defasagens, ¢ Q = T(T + 2) Ziﬂ%wﬂ (s—(p+
q + 1)) (Enders, 2015, p.68). Aten¢do: uma vez que o teste € aplicado
aos residuos, o numero de graus de liberdade da distribuicdo qui-
quadrado tem de ser descontado pelo numero de pardmetros — e isso
pois € necessario, para calcular os residuos, estimar primeiramente 0s
parametros da especificacdo candidata (Enders, 2015, p. 68). Esses
parametros incluem o intercepto (ou “constante™), e os coeficientes dos
termos AR e os coeficientes dos termos MA.

Ha& uma implicacéo prética relevante: ndo é possivel calcular o p-valor
do teste para s < (p +qg+1), pois o nimero de graus de liberdade é
obrigatoriamente uma grandeza positiva;

d. A terceira operacdo de diagnostico é o calculo dos critérios de informagao de
Akaike (AIC), Bayesian Information Criterion (BIC) e Schwartz Bayesian
Criterion (SBC);

e. Reducdo da lista a partir de dois procedimentos: eliminacao e classificacao:

Eliminacdo: eliminar da lista inicial as especificacdes que (i) rejeitem
a hipotese nula do teste de significancia conjunta para pelo menos uma
defasagem e (ii) rejeitem, para pelo menos um tipo de teste de
significancia individual (com base na FAC ou na FACP), a hipotese
nula para pelo menos uma defasagem;

Classificacdo: este procedimento depende do resultado do
procedimento anterior:

1. Se todas as especificacdes da lista inicial forem eliminadas,
tem-se o caso “conjunto vazio”. Seguir para o proximo passo;

2. Se restar apenas uma especificacdo ndo-eliminada, esta é a
especificacdo selecionada pela classificacéo;

3. Se restarem pelo menos duas especificagdes ndo eliminadas,
classifica-las com base nos trés critérios de informacdo. Ou
seja, selecionar apenas aquela com menores niveis de pelo
menos dois dos trés critérios de informacao;

4. Diagnostico, parte 2, segunda lista de especifica¢fes. A segunda lista depende do
resultado obtido no passo anterior:
a. Se ndo ocorreu “conjunto vazio™:

Deve-se reduzir em uma unidade a ordem da especificacdo
selecionada, i.e., para MA(g-1), AR(p-1), ou para ARMA(p-1, q) e
ARMA(p, g-1).

Estimar tais processos e aplicar, aos residuos de cada um, os testes de
significancia individual e conjunta para FAC e FACP. Também
calcular os trés critérios de informac&o;



Eliminar da lista as candidatas em que pelo menos um teste rejeite a
hipotese nula;

Repetir os passos i a iii anteriores, reduzindo sempre em uma unidade
a ordem da especificagdo, até obter, em pelo menos um testes de
significancia, a rejeicdo da hipotese nula. Ou seja, até descartar a
primeira candidata;

Se ocorreu “conjunto vazio™:

iv.

Deve-se aumentar em uma unidade as ordens de todas as
especificacbes da lista inicial, ou seja, para AR(p+1), MA(g+1),
ARMA(p+1, q) e ARMA(p, q+1);

Estimar as especificacdes aumentadas e aplicar, aos residuos, os testes
de significancia individual e conjunta para FAC e FACP. Também
calcular os trés critérios de informacé&o;

Descartar da lista candidatas que rejeitem a hipotese nula em pelo
menos um teste;

Repetir 0s passos i a iii anteriores até pelo menos duas candidatas ndo
rejeitarem a hipotese nula.

Diagnostico, parte 3, selecdo da melhor candidata. O critério de classificacdo
é simples: a melhor candidata é aquela que, de todas as candidatas nao
eliminadas, atinge menor nivel em pelo menos dois dos trés critérios de

informacao.
Figura Fluxograma das etapas 3 e 4 do algoritmo
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4.3 Esclarecimentos
Quanto ao algoritmo anterior, h& dois esclarecimentos a fazer:

1. O primeiro esclarecimento € uma adverténcia: o algoritmo anterior € sujeito a erro.
Conforme afirmado de inicio, ele pode ignorar especificacbes com boa performance,
ou seja, que resultam em residuos com comportamento de ruido branco e atingem
niveis relativamente baixos dos critérios de informagdo. Um algoritmo com menor
probabilidade de erro sera apresentado na nota de aula 3;

2. De maneira relacionada ao primeiro esclarecimento, conforme afirmam Gujarati,
Enders e Bueno, a metodologia de Box-Jenkins é muitas vezes entendida como uma
arte e nunca como um procedimento exato;

3. Como Bueno (2008) realisticamente afirma, reconhecer, a partir da FAC e FACP,
sinais indicando um processo ARMA é mais dificil do que sinais indicando processos
isolados AR ou MA. E isso pois observar a ordem de defasagem a partir da qual FAC
e FACP comecam a decair € dificil. Apesar da recomendacdo de sempre considerar,
na lista inicial, uma combinacdo ARMA das ordens significativas méaximas, ainda
assim processos ARMA de boa performance podem ser ignorados;

O terceiro esclarecimento diz respeito as formulas dos critérios de informacéo. Elas tém
a seguinte estrutura geral, SQR + P, em que “SQR” ¢ a soma dos quadrados dos residuos
do processo ARMA estimado e “P” ¢ uma penalizagdo. Conforme bem explica Bueno
(2008, p.47), a estrutura geral da férmula equilibra beneficio e custo de aumento da ordem
do processo ARMA em uma unidade. No caso, o beneficio é o aumento da parcela da
série de tempo explicada pelo processo, este beneficio sendo, tal como na regressao linear,
inversamente proporcional a parcela ndo-explicada, ou seja, a SQR. Ja o custo é a perda
de graus de liberdade, o que reduz a precisdo (aumenta a volatilidade) do estimador. Dai
porque se deseja minimizar os critérios de informacdo, uma vez que eles sédo a soma de
dois fatores indesejaveis, parcela ndo explicada da série de tempo e perda de graus de
liberdade. Os critérios especificos de informacdo, BIC, AIC e SBC, diferem na forma
matematica da penalizagdo, a qual € uma funcéo do nimero de parametros estimados. O
que se da da seguinte maneira:

1. AIC=T.log(SQR) +2.K
2. BIC =T.log(SQR) + log(T).K
3. HQ =T.log(SQR) + 2.K.log(log(T))

Apéndice: obtenc¢ao da FAC para o processo MA(q)
(Observacao: este apéndice ndo foi ainda finalizado)

O processo de interesse é:



q
Yt = .u+zesgt—s + &

s=1

A expectativa dele é:

Ely.]=E

q
u+ Z Osei_s + &
s=1

Agora inicia-se o procedimento de Yule-Walker, transformando com subtracdo da
expectativa:

q
Vi =yt_:u=zgsgt—s+gt
s=1

O segundo passo, o qual multiplicacdo a equacdo do MA(Q) por yts, s =0, 1, 2..., conduz
ao sistema abaixo:

YViyi = 0&1yr + &Yt
q
Yiyi = Z(Bset_syif )+ eyt

s=1
q
Yivioa = ) (Osees¥io) + &¥ia
s=1

q
ViVie = ) (Ostes¥i) + ¥ioa
s=1

q
ViVi-z = Z(esgt—sy;—s) + &Yi-3
s=1

q
ViVe-j = Z(Hset_sy{?_ i)t ey
s=1

Tomando as expectativas:

ELyivil = ) 6:Elecyi] + Elecy;]



q
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s=1
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s=1
q
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s=1

ViVioj = Z esE[Et—sy;—j] + Eleyi_j]

s=1
Com isso:
q
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Ou seja:

q q
Elyiyi] = Z Z HjHiE[St—igt—j] + Z OsE[er_s&] + E[eye]

j=1i=1 s=1

a q
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j=1i=



j=1i=1 i=1
q q q
Eivioal = ) ) 0:0iFlee s sees] + ) 0oElec s ees] + Eleeyis]
j=1i=1 i=1
q q q
E Ytyt ] ZZHJHLE gt -j= —s€t— s] +ZHSE[£t—S gt—j] +E[Sty:—j]
j=1i=1 i=1

Uma das principais caracteristicas do sistema é a zeragem do lado direito para uma
defasagem k maior do que a ordem do processo, i.e., para k > q.

Basta notar que, a k-ésima equacdo tem a seguinte forma:

Ele;_—s€:—s] = 0, parak >, qualquer que sejas < q.
Ele;_se:— ] = 0, para k > g, qualquer que seja s < g.
E é sempre verdade que E[e;y/_,] = 0, para k >0.

Com isso € adequado reescrever o sistema como:

q 4 q
Eyiyil = ). ) 60iE[eeizej]+ ) 0:Elee sec] + Eleyi]

j=11i=1 s=1
qa 4
Elyiyi-i] Z 995[& 1-i€t—j +ze Ele;—see—1] + E[eryi_4]
j=1i=1 s=1



q

Ely;y;_1=0

Para continuar a simplificar o sistema, € necessario utilizar alguns fatos quanto aos
somatorios. Ja sabemos que E[e,_sy;_;] = 6%, ses =1,e E[e,_sy;_;] = 0,ses # L.

Com isso, 0s somatorios duplos sdo:

Primeira equacéo:

Segunda equacao:

q q q
z Z 0;6:E|e_1_i5_;] = Z 0;6,E[er_1-i8c-1] + z Z 6;6:E |er_1_i&]

j=11i=1 j=11i=2
q+1l q

q
Z 9j91E[€t—1—i€t—1] + z Z 0,-16,E e8]
j=1 =2 i=2

q q
= Z 0;6,E[er_1_i&-1] + z 040:E|ec—q-1€¢-i]
=1 i=2

q+1 q
+ Z Z 01-10:E [ 1€0—i]
1=2 i=2

q q

- Z 0+ > 0+ Z Z 8110:E[e—see;]

j=1 j=2 =2 i=2



291 101[&—18c +zzel 195[€t 1€t 1]

=2 i=
I+

q q
= (z 91_1910'2> = 0'2 <z 91_101>
=2 =2

E assim por diante, ou seja, no sentido descendente do sistema, cada somatério duplo
contém uma unidade a menos de 8242.

Ja os somatdrios simples sdo sempre:

q q
Z ler—see—k] = Os | Eler—rer—x] z Et—s€t—-k | = 95(02)

*

&=

Com isso o sistema reduz-se a:

q
Z 61_291 + 920'2 = 0'2 z 91_201 + 92
=2

E[yiyi_g] = <Zel L >+00 —0 <Zel q91+9)

Elyiyi_@g+n] =0

Ely{y;-j] =0



